
Nestandardne primene generativnih
funkcija

Zadatak 1. Za multiskup A, A = {a1, a2, . . . , an}, qiji su elementi priro-
dni brojevi, definiximo

A∗ = {ai + aj : 1 6 i < j 6 n}.

Ako za dva razliqita n-elementna multiskupa A i B va�i A∗ = B∗,
dokazati da je n stepen broja 2.

Rexeǌe. Oznaqimo A = {a1, a2, . . . , an}, B = {b1, b2, . . . , bn}. Definixi-
mo slede�a dva polinoma: P (x) =

∑n
i=1 x

ai , Q(x) =
∑n

i=1 x
bi . Mo�emo

izvesti slede�i raqun:

P (x)2 −Q(x)2 =

n∑
i=1

x2ai +
���

���
��2

∑
16i<j6n

xai+aj −

 n∑
i=1

x2bi +
���

���
��2

∑
16i<j6n

xbi+bj


=

n∑
i=1

x2ai −
n∑

i=1

x2bi = P (x2)−Q(x2)

(potiraǌe u prvom redu imamo na osnovu jednakosti A∗ = B∗). Da-
ǉe, izraz na levoj strani mo�emo rastaviti na qinioce kao (P (x) −
Q(x))(P (x) +Q(x)), pa iz toga svega dobijamo jednakost

P (x) +Q(x) =
P (x2)−Q(x2)

P (x)−Q(x)
.

Oznaqimo S(x) = P (x)−Q(x). Neka je vrednost 1 nula vixestrukosti
k u polinomu S(x) (mogu�e k = 0); drugim reqima, mo�emo zapisati
S(x) = (x− 1)kS′(x), pri qemu va�i S′(1) 6= 0. Sada imamo:

P (x) +Q(x) =
S(x2)

S(x)
=

(x2 − 1)kS′(x2)

(x− 1)kS′(x)
=
���

�
(x− 1)k(x+ 1)kS′(x2)

���
�

(x− 1)kS′(x)
.

Uvrxtavaju�i x = 1 u posledǌu jednakost dobijamo

P (1) +Q(1) =
2kS′(1)

S′(1)
= 2k.

Me�utim, iz definicije polinoma P i Q vidimo da va�i P (1) = Q(1) =
n, pa se prethodna jednakost svodi na 2n = 2k, tj. n = 2k−1, xto je i
trebalo dokazati.

Zadatak 2. Dat je konaqan skup prirodnih brojeva S0. Definiximo niz
skupova S1, S2, S3 . . . na slede�i naqin:

a ∈ Sn ako i samo ako taqno jedan od brojeva a, a− 1 pripada skupu Sn−1.
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Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva N takvih da
va�i

SN = S0 ∪ {a+N : a ∈ S0}.

Primer. Uzmimo S0 = {1, 2, 5}. Tada imamo S1 = {1, 3, 5, 6} (objaxǌeǌe:
1 ∈ S1 jer 0 /∈ S0 i 1 ∈ S0; 2 /∈ S1 jer istovremeno 1 ∈ S0 i 2 ∈ S0; 3 ∈ S1

jer 2 ∈ S0 i 3 /∈ S0 itd.). Jox nekoliko narednih skupova su:

S2 = {1, 2, 3, 4, 5, 7}; S3 = {1, 6, 7, 8}; S4 = {1, 2, 6, 9};
S5 = {1, 3, 6, 7, 9, 10}; S6 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11};
S7 = {1, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12}; S8 = {1, 2, 5, 9, 10, 13}.

Prime�ujemo da za S8 va�i

S8 = {1, 2, 5} ∪ {9, 10, 13} = S0 ∪ {a+ 8 : a ∈ S0},

pa je jedna od tra�enih vrednosti N = 8 (a potrebno je na�i beskona-
qno mnogo takvih).

Rexeǌe. Definiximo polinome:

Pi(x) =
∑
a∈Si

xa.

Tada va�i:
Pn(x) ≡ (1 + x)Pn−1(x) (mod 2). (1)

Objasnimo ovo. Primetimo, ukoliko a ∈ Sn−1, tada �e se monom xa

pojavǉivati u polinomu Pn−1(x), pa �e xa biti me�u sabircima na
desnoj strani gorǌeg izraza; sliqno, ukoliko a − 1 ∈ Sn−1, tada �e
se monom xa−1 pojavǉivati u polinomu Pn−1(x), a tada �e, posle mno-
�eǌa sa 1 + x, opet xa biti me�u sabircima na desnoj strani (zbog
xa = x · xa−1). Dakle, ako je ispuǌeno oboje a ∈ Sn−1 i a − 1 ∈ Sn−1,
tada na desnoj strani imamo 2xa, ukoliko je ispuǌeno taqno jedno od
toga dvoga, tada na desnoj strani imamo samo jednom xa, a ukoliko
nije ispuǌeno nijedno, tada na desnoj strani nema monoma xa. Svo�e-
ǌem po modulu 2, ,,nesta�e“ svi monomi sa koeficijentom 2, odakle
zakǉuqujemo da �e monom xa ostati na desnoj strani po modulu 2 ako
i samo ako taqno jedan od brojeva a, a − 1 pripada skupu Sn−1, a to
znaqi upravo da dobijamo polinom Pn(x).

Iz (1) lako dobijamo

Pn(x) ≡ (1 + x)Pn−1(x) ≡ (1 + x)2Pn−2(x) ≡ · · · ≡ (1 + x)nP0(x) (mod 2).
(2)

Da bismo dokazali tvr�eǌe zadatka, dovoǉno je da na�emo beskona-
qno mnogo vrednosti N za koje va�i

PN (x) = (1 + xN )P0(x) i N > maxS0
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(objaxǌeǌe je sliqno objaxǌeǌu za (1); za razjaxǌeǌe neophodnosti
uslova N > maxS0, pogledati primer naveden pre ovog dokaza, pa usta-
noviti zaxto za N = 4 �eǉena kongruencija jeste ispuǌena, ali i
pored toga vrednost N = 4 ne ispuǌava uslove iz postavke zadatka).
Koriste�i (2), ovo se svodi na

(1 + x)NP0(x) ≡ (1 + xN )P0(x) (mod 2)

(nema potrebe voditi raquna o uslovu N > maxS0, budu�i da, uko-
liko prona�emo beskonaqno mnogo takvih vrednosti N , jasno je da �e
beskonaqno mnogo me�u ǌima biti ve�e od maxS0), a odatle konaqno
dobijamo da tra�imo vrednosti N za koje va�i

(1 + x)N ≡ 1 + xN (mod 2).

Tvrdimo da ova relacija va�i za sve N oblika N = 2k (mogu�e i za
jox neke druge vrednosti, xto nije relevantno, budu�i da je ciǉ samo
prona�i beskonaqno mnogo takvih vrednosti, nije neophodno odrediti
sve takve). Dokaz sprovodimo indukcijom po k.

Za k = 0, tj. N = 1, sa obe strane kongruencije imamo isti izraz,
pa tvr�eǌe trivijalno va�i. Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za
fiksiranu vrednost k, i doka�imo da tada va�i i za k + 1. Imamo:

(1 + x)2
k+1

= ((1 + x)2
k

)2 ≡ (1 + x2
k

)2 = 1 + 2x2
k

+ x2
k+1

≡ 1 + x2
k+1

(mod 2)

(prva kongruencija va�i na osnovu induktivne hipoteze). Time je dokaz
zavrxen.

Zadatak 3. Konaqan niz celih brojeva a0, a1, a2 . . . nazivamo p-balansi-
ranim akko je vrednost ak+ak+p+ak+2p+· · · konstantna za k = 0, 1, 2 . . . .
Dokazati: ukoliko je 50-qlani niz p-balansiran za p = 3, 5, 7, 11, 13, 17,
onda su svi qlanovi tog niza jednaki 0.

Rexeǌe. Definiximo polinom

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ a49x

49.

Neka je ξ tre�i koren jedinice razliqit od 1. Tada imamo:

P (ξ) = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + a3 + a4ξ + a5ξ

2 + a6 + · · ·
= (a0 + a3 + a6 + · · · )︸ ︷︷ ︸

c

+ξ (a1 + a4 + a7 + · · · )︸ ︷︷ ︸
c

+ξ2 (a2 + a5 + a6 + · · · )︸ ︷︷ ︸
c

= c(1 + ξ + ξ2) = c
��

��: 0
ξ3 − 1

ξ − 1
= 0

(koristili smo pretpostavku da je posmatrani niz 3-balansiran, na
osnovu qega smo konstatovali da sve zagrade imaju istu vrednost, koju
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smo oznaqili sa c). Na isti naqin dobijamo P (ξ) = 0 kad god je ξ p-
ti koren jedinice razliqit od 1 za p = 5, 7, 11, 13, 17. Poxto za sve
ove vrednosti p postoji p − 1 takvih korena jedinice, i svi su oni
razliqiti me�usobno, na ovaj naqin smo pronaxli ukupno 2 + 4 + 6 +
10 + 12 + 16, tj. 50 razliqitih nula polinoma P . Me�utim, polinom P
je stepena ne ve�eg od 49, pa kako ima 50 razliqitih nula, sledi da je
P nula-polinom, tj. a0 = a1 = a2 = · · · = a49 = 0.

Zadatak 4. Dvodimenzionalni niz racionalnih brojeva f(n, i), gde su n i
i prirodni brojevi i i > n, definisan je rekurzivno na slede�i naqin:

f(1, i) =
1

i
;

f(n+ 1, i) =
n+ 1

i

(
f(n, n) + f(n, n+ 1) + · · ·+ f(n, i− 1)

)
. (3)

Ako je p prost broj, dokazati da za n > 1 imenilac razlomka f(n, p) (u
skra�enom obliku) nije deǉiv sa p.

Rexeǌe. Definiximo

fn(x) = f(n, n)xn + f(n, n+ 1)xn+1 + f(n, n+ 2)xn+2 + · · · .

Mno�e�i fn(x) sa 1+x+x2+· · · dobijamo stepeni red gde je koeficijent
uz xi−1 jednak f(n, i− 1) + f(n, i− 2) + · · ·+ f(n, n). Dodatno mno�e�i sa
n + 1 dobijamo stepeni red gde za koeficijent uz xi−1 prime�ujemo
da je upravo jednak izrazu sa desne strane (3), osim xto nema i u
imeniocu razlomka; drugim reqima, posmatrani koeficijent jednak je
if(n + 1, i). Primetimo stoga da je dobijeni stepeni red upravo prvi
izvod stepenog reda fn+1(x), tj.:

f ′n+1(x) = (n+ 1)fn(x)(1 + x+ x2 + · · · ). (4)

Posmatrajmo prvo sluqaj n = 1:

f ′2(x) = 2

(
x+

x2

2
+
x3

3
+ · · ·

)(
1 + x+ x2 + · · ·

)
.

Primetimo da je 1 + x + x2 + · · · zapravo prvi izvod stepenog reda
x + x2

2 + x3

3 + · · · , pa je desna strana gorǌe relacije zapravo izvod
slo�ene funkcije, i integracijom obe strane dobijamo

f2(x) =

(
x+

x2

2
+
x3

3
+ · · ·

)2

(iz definicije f2(x) vidimo da se na desnoj strani ne pojavǉuje slo-
bodan qlan, tj. integraciona konstanta je jednaka 0). Sada iz (4) in-
dukcijom direktno sledi

fn(x) =

(
x+

x2

2
+
x3

3
+ · · ·

)n

.
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Vrednost f(n, p) predstavǉa koeficijent uz xp u gorǌem izrazu. Prime-
timo da se taj koeficijent dobija kao zbir racionalnih brojeva obli-
ka a

b gde je a prirodan broj a b proizvod nekih n brojeva iz skupa
{1, 2, . . . , p − n + 1} (naime, iz svake od n zagrada biramo neko xi

i za
i > 1, pri qemu zbir svih odabranih eksponenata za x treba da iznosi
taqno p; sledi da za svako takvo i mora va�iti i 6 p − n + 1, budu�i
da bi u suprotnom ǌihov zbir bio ve�i od p). Dakle, imenilac ra-
zlomka dobijenog na kraju bi�e neki delilac broja ((p− n+1)!)n, xto
oqigledno nije deǉivo sa p.
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